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Capitulo Integrais:

Conceatos e Técnicas

5

Objetivos Deste Capitulo

1

2
3
4
a
6
7.
8
9

Aprender a aproximar a area de figuras curvas por retangulos

Definir uma integral definida

Distinguir areas positivas e negativas

Compreender o teorema fundamental do calculo

Encontrar fungdes que representem integrais indefinidas

Identificar a antiderivada como integral indefinida

Revisar as variadas formulas integrais para fungdes padréo

Saber que descontinuidades podem afetar a validade de formulas integrais
Aprender técnicas basicas de aplicagdo de integrais

10. Aplicar técnicas para checar a validade das integrais do Maple

Comandos Do M aple Usados Neste Capitulo

with(student): Comando para carregar o pacote student (biblioteca). Emita este comando
sempre que iniciar uma nova area de trabalho do Maple enquanto estiver neste capitulo.

cangevar(sgrt(1-x"2)=
u, Int(G, x), uy; Muda avaridvel daintegration de x para u.

combine(value(S)); O combine tenta os termos multiplos em um Unico termo.
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expand(ex, trig); Expande a expressdo ex usando regras de expansao trigonométrica.
sxpand(S); A formamais simples do comando expand

factor(simplify(sum
@ii,ii=1..n)) Fatorar umasoma apés smplifica-la.

int(1/(x3)*2, x = 2 .. 4): Comando do Maple paraintegral definida.
int(1/(x3)"2, x); Sintaxe da integral indefinida

Int(f(x), x =a..b) =
F(b) — F(a); Maneira que o Maple escreve o teorema fundamental do célculo integral.

Int(f(x), x = a.. b); Forma inerte do comando de integration.
Int(q, X) = int(qg, X); As duas formas do comando para integration na mesma sentenca.

intparts(Int(x*Ln(x), x), X); Comando para aplicar a integration por partes da integral,
especificada pela forma inerte do comando int.

isolate(pl, Int(x*Ln(x), X); Isolar a expresséo da integra indefinida no lado esquerdo da
equacao pl.

Ihs((p2) = rhs(p2); Os comandos para especificar os lados direito e esquerdo da equagdo
p2.

limit(S, n=infinity); O limite, quando n tende ao infinito, da expresséo S.

middlebox(x/2, x =0 .. 5,
10, color=black); Plotaalinhay = x/2 e desenhas 10 retangulos abaixo da linha entre x

=0ex=5.

middlesum((x/2, x =
0..5, 10); Soma as éreas dos reténgul os descritos no comando middlebox.

simplify((middlesum
(f(x), x =0 .. x+x/1000,
1001); Simplifica a expressdo somatoria.

simplify(c, symbolic); O parametro symbolic é Util quando existe um radical na expressao
C.

sort(1 —x"2); A funcéo de raiz quadrada.
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subs(x = 2, F); Substitui 2 por x na expressio F.

sum(ii, ii = 1 .. n); Forma uma soma a partir do indice ii, A letra dupla € usada para evitar
possiveis confusdes, visto que i € um nome comum para uma variavel.

Sum(ii, ii = 1 .. n) Forma inerte do comando sum
value(n); Usado mraavaliar expressdesinertes como Int.

value(S), evaf(S) Estes comandos sdo diferentes: value reduz uma integral inerte ou
soma (Int ou Sum) a uma férmula, quando, evalf reduz o resultado a sua aproximacéo
decimal.

Aproximando a Area de Figuras Curvas Para Retangulos.

A idéia essencia por trés do caculo diferencia € achar aférmula para o coeficiente angular
da reta tangente de uma curva continua, dado um ponto de tangéncia. Os dois capitulos
anteriores estudaram esta idéa e a aplicaram na resolucdo de problemas envolvendo
propor¢des de mudanca. Um resultado importante € que desde que a curva possua uma
tangente, se for suficientemente ampliada, um segmento da curva vai parecer uma linha
reta. Logo, de uma maneira, todos os problemas se tornam lineares quando obedecem estas
condig¢des, e pequenas mudancas S80 necessarias.

Outra forma de linearizagdo nos leva ao método de encontrar a &rea abaixo da curva. A area
abaixo da curva é foco central do célculo integral. Nos primordios da matematica, ja eram
conhecidas varias formulas de &eas. Dentre elas a &rea do quadrado de lado x, A = ¥, ea
area do reténgulo de lados a e b onde A=ab. A area do tridngulo de altura h e base b
também era conhecida: A=1/2 bh. Estas formulas permanecem até hoje, ainda que 2500
tenham se passado! As areas de poligonos, figuras com muitos lados os quais todos sdo
linhas retas, ndo apresentaram qualquer problema para a matematica antiga. Pois de
qualquer forma eles poderiam ser divididos em vérios tridngulos, quadrados ou retangulos
desenhando algumas linhas a mais. Os volumes de formas simples também ndo demoraram
avir atona. Por exemplo, o volume de um cubo de lado x é V=x, e o volume de um sdlido
com faces retangulares € V=abc( sendo os comprimentos a, b,e c).

As éreas das figuras delimitadas por linhas curvas apresentaram um problema um pouco
maior, ainda que o exemplo mais importante sgja a area do circulo. Os antigos ja sabiam
que a&reado circulo é A = pr? (com r sendo o raio), mas ficou complicado ao calcular este
nimero com mais que algumas casas decimais. Claro um de seus problemas era que eles
ndo tinham a facilidade da notagdo decimal. O grande Archimedes (287 — 212 a .c.)

determinou que a &ea de um circulo de raio 1 € menor que 3 1/7 e maior que 3 10/71. Ele
chegou a este incrivel resultado inventando a idéia que é a base do céculo integral.

Infelizmente, uma deficiéncia de um
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sistema numérico adequado e uma negligencia na geometria analitica ndo permitiram que
ele fosse mais adiante.

Podemos faze-lo a partir de René Descartes (1596-1650) que mostrou como relacionar
geometria a algebra. O resultado é chamado geometria analitica. Como resultado de seu
trabalho, temos formulas algébricas para figuras geométricas como linhas retas circulos
pardbolas, e muitos outros. Com estas formulas o calculo integral pdde ser desenvolvido. O
objetivo basico é encontrar uma forma de achar a area de uma figura. Aceitamos que a
figura é delimitada por lados que podem se expressados algebricamente. Vamos comegar
com o tridngulo e o retangulo, mas vamos utilizar a abordagem da geometria analitica.

Exemplo 5-1: Area de um retangulo

Encontre a férmula gera para o retangulo cujos lados sdo determinados pelo eixo y, alinha
y = b e o eixo x. O outro lado € uma linha vertical (Figura 5.1).

Resolugdo: O reténgulo pode ser subdividido em reténgulos menores. N&o ha necessidade
de redizar este passo quando o0 objetivo é achar a area do retdngulo, mas ja ilustra o
processo que serd necessario mais tarde. A Figura 5.2 mostra o retangulo da Figura 5.1
dividido.

A dtura do retdngulo continua b, nas a base de cada reténgulo agora é dx = &/10. A areade
cadaum éa/10 * b, ou ab/10. Visto que sdo 10 reténgulos, a &rea de todos juntos

b Area=ab

Figura 5.1 A areade um reténgulo no formato da geometria analitica
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Figura 5.2 O retangulo da Figura 5.1, dividido por 10

éab. A areado retangulo nafigura 5.1 é ab, e a soma das areas dos retangulos da figura 5.2
também € ab. Teriamos sérios problemas com a nossa matematica se as duas formas de

chegar a este resultado fossem diferentes.

A técnica de decompor a figura em retangulos pode ser aplicada a outras figuras, como o
tridngulo. Vamos tentar achar a area de um tridngulo por subdivisdo. O tridngulo &
mostrado na Figura 5.3.

NOs sabemos que a area de um tridngulo de base a e altura h é ah/2. Vamos tentar a
subdivisdo em retangulos. Vamos pegar um exemplo especifico e trabalhar com a plotagem
do Maple. Existe outra razéo porgque é uma boa idéater um exemplo numérico.: Queremos
ter um senso de precisdo em nossas aproximacgdes. Vamos comecar com um  triagngulo
retangulo. Que a base deste trigngulo sgja ao longo do eixo x e a hipotenusa ao longo da
linhay = x/2. Na verdade, esta é a forma que foi construido o triangulo na Figura 5.3. O
Maple tem trés rotinas para desenhar reténgulos: leftbos, middliebox e rightbox. Elas estéo
no pacote student. Aqui esta como reconstruir a Figura 5.3 usando a rotina
middlebox(Figura 5.4).

>middlebox(x/2, x = 0 ..5, 10, color=black);

Vocé va reconhecer as opgdes de plotagem no comando middlebox. O parémetro 10 diz
a0 Maple quantas caixas desenhar. O triangulo foi aproximado por uma escada de
retdngulos. Qual a precisdo da aproximagdo? Precisamos calcular as &reas dos retangulos
parasaber. A hipotenusa do tridngulo cruza o centro da base superior de cada reténgulo.
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h
Area=ah/2
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Figura 5.4 A aproximacao da érea de um tridangulo usando retangulos.
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Os retangulos e a hipotenusa se intersecionam em X = Y4, %, 1 Y4, 1 % ..., 4 Y4, € 4 % As
alturas nestes pontos séo y = 1/8, 3/8, 5/8, 7/8, ... 21/8 e 2 3/8, considerando que a equacéo
y = x/2 deve ser satisfeita. A base de cada triangulo € Y2, entdo a area total de todos os
retangulos é ¥4 . (1/8 + 3/8 + ...+17/8 +17/8). E bom saber que o Maple pode sjudar com a
soma. Correspondendo aos comandos graficos leftbos, middiebox e rightbox estdo os
comandos de soma leftsum, middiesum e rightsum. Qualquer que vocé use o significado é
basicamente 0 mesmo do correspondente Box. N&o digite opgdes de plotagem, pois estes
ndo sdo comandos de plot. Neste caso ja que usamos middlebox usaremos middiesum.

>s:= middlesum(x/2, x =0 .. 5, 10);

lad o2, 10
si= = ol [,
284 < e

Caso vocé ndo esteja familiarizado, com o simbolo de somatério (é ) significa que os
termos dentro dos parénteses devem ser somados. O simbolo de indice, i, tira todos os
vaores integraisde i = 0 até i = 9. Logo, existem 10 termos na soma, comegando com 18,
parai = 0, aterminando com 9/4+1/8 = 19/8, parai = 9. Vocé poderia encontrar o resultado
numeérico para esta soma usando o comando evaf, mas isto lhe daria uma aproximacéo
decimal. O resultado exato pode ser achado usando o comando value.

>value(s),

25

4
Se vocé ja encontrou a area do tridngulo da Figura 5.4 usando a férmula A = ah/2 vocé sabe

gue a resposta correta € 25/4. A &rea dos dez reténgulos também é 25/4! Como a soma dos
retdngulos da a resposta correta, ainda que os retangulos claramente formam uma figura
diferente? A resposta € que a parte de cima de cada retangulo formam dois pequenos
tridngulos quando sdo cortados pela hipotenusa do tridngulo maior. Ainda as areas dos dois
pequenos tridngulos so iguais, cada base tem o comprimento de ¥, e suas aturas séo
iguais e opostas. A primeira metade do retangulo superestima a area, e a segunda metade
subestima exatamente a mesma quantidade. Tudo junto, os erros se cancelam. Por isso a
area encontrada pela aproximacao do triangulo é exata.

Agora estamos no momento de estudar as linhas curvas, como pardbolas, mas, antes vamos

dar uma olhada em algumas propriedades de simbolo de somatorio, 0 qual vai aparecer
quando formos usar o comando middlesum para somar retangul os.
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Formula Para Somas

Como provavelmente vocé esperava, 0 comando do Maple para somar um numero de
termos relacionados € sum.

Na verdade o comando vem em duas formas o comando Sum usando o simbolo de
somatorio, e entdo vocé pode usar value para chegar a resposta. Isto permite que vocé
expresse 0 simbolo de somatério em notacdo matemédtica comum. Isto é bem Util quando
estiver escrevendo relatérios para que vocé possa usar a mesma forma de escrita dos livros
de matematica

A férmula para 0 somatério dos primeiros n nimeros inteiros é encontrada com o comando
do Maple:

>Sum(ii, it =1..n)=sum(ll =1..n);
g .. 1 1 1
i==(n+)?- —- =
a 2( ) 2n 2

ii=1
Duas ressalvas devem ser feitas. A primeira € que a formula ndo se parece com a férmula

. : A 1 o
da maioria dos livros, onde provavelmente vocé vai encontrar como 3 n(n+1). Mas, isto é

facil de resolver. Simplesmente trabalhe com o lado direito da equacdo, como no comando
seguinte:

>Sum(ii, it =1 .. n) = factor (simplify(sum(ii, ii = 1 .. n)));

g .. 1
aii=— n(n + 1)
ii=1 2

O segundo ponto esta em relacdo a porque usamos ii como varidvel do indice ao invés de
uma escolha mais smples, i . A razdo € smples, i € um simbolo muito comum que vocé ja
pode ter usado antes na mesma sessdo. Neste caso, 0 home i ndo é mais uma variavel
disponivel e vocé vai receber uma mensagem de erro.

Exemplo 52: A soma dos Primeiros n Quadrados

Ache a soma dos quadrados dos primeiros n nUmeros inteiros.
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Resolugéo:

>Sum(ii®2, ii =1 .. n) = factor (smplify(sum(ii* 2, ii = 1 .. n)));

2ii? =%n(n+1)(2n+1)
ii=1

Mais uma vez usamos smplify e factor para expressar a resposta na forma padréo, e
usamos as duas formas do comando sum. Logo vamos precisar deste resultado quando
estudarmos a &rea abaixo da curvay = X.

Suavez: Ache 0 somatorio dos primeiros n cubos e simplifique o resultado.

Resposta:

Combinando Somatorios

Quando vocé trabalha com o simbolo de somatério, vocé precisa compreender que € apenas
uma forma simplificada de escrever a soma de varios termos. Por exemplo, se vocé tivesse
100 termos em sua soma, Vocé pode decidir somar os 50 primeiros termos e lembrar do
resutado. E entdo somar os outros 50 termos e lembrar do resultado novamente. Até que
vocé resolva somar os dois resultados para obter uma resposta final. Ndo faz diferenca qual

a ordem que vocé escolha para somar os termos, ou se vocé decida fazer somas parciais e
depois somar tudo. Isto pode ser resumido com o seguinte comando do Maple . Perceba que
o comando combine é usado para smplificar o resultado. Tente 0 comando sem usar o

combine e vocé vera que o lado direito permanece 0 mesmo que o lado esquerdo. Também
vela que a funcdo indefinida ex(ii) pode ter qualquer nome para representar qualquer

expressao contendo a variavel de indice.

>S = Sum (ex(ii), ii =0 .. n)+Sum(ex(ii), ii = n+1 .. N);

n .. N =

S:= & ex(ii) 2+ 8] exii)2

@ii=0 @ Qi=n+1 a
>S=combine(value(S));

B ex(ii) 2+ 84 ex(i)?= 4 ex(i)

@ii=0 @ @Qi=n+1 @ ii=0
Outra propriedade do somatério é 0 seu comportamento quando cada termo da soma
contém um elemento comum.
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>S = Sum(k*ex(ii), ii =1 .. n);

S:= é kex(ii)
>S = expand(s); )

e°n1 kex(ii) = k?é ex(ii) 0
i-1 €ii=1 (4]

O termo comum K foi fatorado, ainda que o comando expand sgja usado para chegar ao
resultado. Obviamente, 0 Maple esta tratando o somatério diferentemente de uma seqiiéncia
de termos a serem adicionados., onde o comando factor seria adequado.

Vamos aplicar as regras de somatérios ao problema de estimar a &rea abaixo da parébola 'y
= ». Vamos comegar com um exemplo numérico.

Exemplo 5.3: A &rea abaixodacurvay = ¥

Estime a &rea da figura delimitada pelo eixo x ealinhay =x° dex = 0 aéx = 2.
Resolucdo: A area que queremos é mostrada na figura 5.5.

Vamos tentar a resolugdo usando middlebox com 10 retangulos. Figura 5.6 mostra os
retangul os.

>middlebox(x*2, x =0 ..2, 10);
Agora somaremos as areas dos retangulos usando middlesum.

>S:=middlesum(x*2, x =0 .. 2, 10);

Agora vamos calcular o valor desta soma exatamente, usando Value, e aproximadamente,
usando evalf.
>value(S), evalf(S);

%, 2.66000000
Na verdade, ndo € de grande serventia calcular a soma exata aqui, visto que como podemos
ver na figura 5.6 os triangulos de cima e de baixo n& tém a mesma &rea' Logo, os
retangulos sdo na \erdade uma apenas estimativa da area abaixo da curva, nds podemos

1 N&o tridngulos verdadeiros— um dos lados € uma curva, e ndo umalinhareta
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Figura5.5 A &reaabaixo dacurvay = ¥ paraointervaox =0 .. 2

Figura5.6 A aproximagdo da area com os retangulos.
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Figura 5.7 Aproximando a area com 100 retangulos.

Fazer uma estimativa cada vez melhor escolhendo intervalos cada vez menores para nossos
retangul os.

>middlebox(x"2, x =0 .. 2, 100, color =black);
Os retangulos estdo t&o juntos que € quase impossivel  distinguir os peguenos tridngulos

formados no topo de cada retangulo. A areatotal destes tridngulos é
>S:=middlesum(x*2, x =0 .. 2, 100);

O valor numérico da soma é
>value(S), evalf(S);

133383 , 2.666600000
5000

Encontrando M e hores Estimativas

Quando vocé compara o valor decimal de nossa estimativa de &rea nas duas tentativas, uma
com 10 retangulos e outra com 100, parece que a area esta convergindo e, 2.666666...., ou
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8/3. E mais dificil ver que 13,333/5 é proximo de 8/3, mas defere de 8/3 apenas em uma

parte em 15000. Confirme isto somando 1/15000 com 13333/5000. vocé tera 8/3.
Podemos demonstrar que a area abaixo da parabola é exatamente 8/3 aplicando a teoria de

limites. O nimero de retangul os sera uma variavel.

>S:=middlesum(x*2,x=0.. 2, n);

S=2

O S tende a um limite emuanto o nimero de retangulos, n, tende ao infinito? Para
descobrir, vamos emitir o comando limit.

>S1 = linit(S, infinity);

® =2 0

n 18 §+%9 _

O e g -

4 N

aoé n?

S1:=lim 2 g

n
nN® ¥

Avaliaremos o resultado da mesma forma que fizemos nos dois casos anteriores.
value(Sl), evalf(Sb);

g , 2.66666666/7

O resultado € exatamente.
Definicéo da Integral Definida

Nés encontranos a drea abaixo de uma curva especifica, y = X, para o intervalo especifico,
O£ x£ 2. Usando as propriedades do somatério e as propriedades do limite, podemos
generalizar estes resultados muitas outras funcdes e intervalos.

Vamos definir a integral definida como limite da soma das &reas dos retangulos numa
situacdo onde as bases destes retangulos se tornam cada vez menor. Se f € uma funcéo
continua com variavel x, a area entre f(x) e 0 eixo x delimitada pelos pontos x1 e x2, é
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>definida_integral = limit(middlesum(f(x), x = x1 .. X2, n), n = infinity);

2 = é“’j‘_+19()(2_ )d-).:..:.
29 >

¢ . C
g ¢

0 © n
£ &
e

LREAS

St

definida_integral = lim

n® ¥
Esta € uma férmula imponente! A chave em integracdo, assm como na diferenciacéo, é
desenvolver a formula para fungdes comuns. Podemos prever que as formulas ndo serdo
mais dificels de manusear que as formulas de diferenciacéo.

Areas positivas e negativas

Nos exemplos que discutimos até agora, o grafico da funcdo sempre esteve acima do @xo
X. Considere as possiveis formas nas quais a integral poderia ser definida quando o gréfico
da func&o se encontra abaixo do eixo x. Escolheremos a fungo 5- 4x - X% no intervalo x =

0.26-3.0 gréfico € mostrado na figura 5.8, junto com os retangul os produzidos pelo
middlebox.

>eX 1= 54X —xN2;

ex = -x° — 4x +5

Queremos definir a integral como a area abaixo da curva, Mas, como definir a &rea deste
exemplo? Consideraremos a &rea de cada retdngulo como um numeropositiva (assim como
fariamos na geometria), ou levamos em conta o fato de que os valores de y sdo negativos
para x>1? Surpreendentemente, talvez a resposta sgja a ultima. A area de qualquer
retdngulo abaixo do eixo x recebe um valor negativo. A razdo para esta escolha é que € a
definicdo mais natural para praticamente todos os casos. Pois esta € a definicéo aceita para
0s somatoérios das areas, middlesum produz o valor

>evalf(value(middlesum(ex, x =0 .. 2*sgrt(6) -3, 10)));
.005706625152

Examinando a figura 5.8, vocé pode ver que existem dois quase-triangulos, 2 cujas alturas
medias sd0 por volta de 5. A base de cada tridngulo € 1. Se tirarmos a area de cada um
como positiva, a &rea combinada é proxima a 10, nem perto do valor da middlesum de
0.0057. N6s podemos calcular a area exata pelo limite.

2 Quasetridngulos pois a hipotenusa ndo é uma linha completamente reta.
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Figura 5.8 O Gréfico dey = 5 — 4x — X e os retangul os para a aproximagao da &rea.
>value(limit(middlesum(ex, x =0 .. 2*sgrt(6) — 3, n), n = infinity));

0
Obviamente, O Maple esta seguindo uma regra padréo do calculo que qualquer &rea abaixo
do eixo x é um vaor negativo. Mais uma vez, porque a altura do retangulo, y, é negativa
guando o retangulo se encontra abaixo do e xo X.

O teorema Fundamental do Calculo

Ja consideramos o problema de achar uma &rea abaixo da curva. Esta érea pode ser
aproximada desenhando os retangulos. A medida que o nimero de retngulos cresce, desta
forma fazendo com que a base dos retangulos diminua, alcangamos uma aproximagdo mais
precisa. A Integral Definida é definida como o limite das somas das &reas dos reténgulos. O
simbolo da integra € um S dongado. No Maple a definicdo da integral definida da fungédo
f(xX) entrex=aex=bé
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Int(f(x), x = a.. b) = Limit(middlesum(f(x), x = a .. b, n), n = infinity);

Q f (dx=lim

n® ¥
NOGs usamos os comandos com letras mailsculas tanto no comando da integral quanto no
comando de limite pois apenas queremos mostraras formulas. Nado ha nada a ser avaliado
neste estagio. O lado esguerdo da equagdo mostra como deve ser escrita aintegral. O limite
inferior €a e o superior € b. O simbolo dx deve se referir a uma pequena distancia no eixo
X. Vocé pode pensar em todos 0s pequenos retangulos tendo base de comprimento dx.

O lado direito da equagéo é outra férmula imponente. Basicamente diz que o intervalo (ba)
é dividido em n partes iguais e a funcéo f é avaliada a0 ponto médio de cada um destes

®
G ql +~%- )%

intervalos. Nés identificamos dx com (ba)/n, e f(x) comfga+ g -
¢ +
e a

Pode levar um tempo para que vocé se convenca de que € verdade, mas apenas examine
cada parte da soma O fator (i +%2) seleciona o ponto médio do iézimo intervalo depois de
ser multiplicado por (kBa)/n e somado a . Isto nos posiciona ao equivaente ao ponto X.
Logo todo este termo é equivaente a f(x). 3

Agora estamos prontos para entender o que diz o teorema fundamental do calculo. Pense no
limite superior da integral como uma variavel e chamemos este ponto de x. Agora a integral
€ uma funcdo deste limite x, pedimos a derivada desta funcdo. Para ter uma indicagdo da
resposta, escolhemos uma funcéo geral f(x), e definimos a integral como a soma de 1000
retangulos. Chame a soma de S(x). Agora vamos adicionar mais um reténgulo e estender a
soma. Chame esta soma de S(x+dx). Subtraia a nona soma da antiga e divida pelo
comprimento da base do retdngulo criando (S(x+dx) — S(x))/dx. Vocé reconhece esta
formula como o quociente de diferenca no limite de quando dx se aproxima de zero, € a
derivada. Logo estamos tirando a derivada da integral. Juntando tudo numa férmula do
Maple chegamos em

>amplify((middlesum(f(x), x = 0 .. x+x/1000, 1001) — middlesum(f(x), x = 0 .. X
1000))/(x/1000));

OOO d) 1 (p
f—2 1)x=- f&e—_ (2 +1)x=
ga ¢ I+)X% % ezooo( +)Xm

3 O somatdrio é equivalente a f(x+dx/2), mas estamos aproximando paraf(x).
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A primeira soma contém 1.001 intervalos, visto que a segunda contém 1000 intervalos. A

formula é exatamente a mesma para as duas somas. Logo, Logo todos 0s termos manos o
atimo serdo cortados quando forem  subtraidoss. O que restard €

1 o) 1 60 n )
fae_ 24,000+1)x== fgel+ X=» f(X). Vocé pode ver que se fossem escolhido
82000( ) > égi 2000, % ') P a

10000 intervalos, o resultado seria ainda mais proximo de f(x). Fizemos a seguinte
afirmacdo plausivel: O teorema fundamental do célculo integral diz que a derivada da
integral de uma funcdo cujo limite superior € x € f(X).

Teorema Fundamental do Célculo Integral(primeira forma)
d e o
&g@ f(t)dta— f(X)

A varidvel de integracéo, t, pode assumir outros nomes se que afete o resultado.
O teorema fundamental diz que a diferenciacéo € o inverso da integracdo. Veremos em
breve que a integracdo € quase o inverso da diferenciacéo.

Integraisindefinidas (Antiderivadas)
A integral dafuncdo linear ax + b é

>expand(value(limit(middlesum(a*x+b, x = 0 .. x, n), n = infinity)));

1
xb+=ax?

Logo, a forma ax+b se trarsforma em ax? /2+bx por integracdo. E facilmente verificado que
aintegral de b é bx e que aintegral de ax é a/2.

Estamos proximos de nosso objetivo de encontrar as formulas das integrais de funcfes
comuns. Ja que aintegra € afuncdo de seu limite superior.,

>Int(f(x), x =0..a) = F(a), Int(f(x), x =0 .. b) == F(b);
O f (Xdx= F(a).¢ f (¥ = F(b)

Estas formulas afirmam que as integrais até agora fungdes indeterminadas de seus limites
superiores. Porém, ambos sdo a mesma fungdo. Isto é o que significa que elas sdo uma
funcdo de seus limites. Ja que sabemos que as integrais sdo relacionadas a &reas, aceitando

que b>a, temos a seguinte relacdo:
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>Int(f(x), x = a .. b) = F(b) — F(a);
(5f(x)dx: F(b)- F(a) 51

A equacdo 51 também é chamada de teorema fundamental do célculo. Podemos usar este
resultado para definir aintegral indefinida como

>Int(f(x), X) = F(x);
Of (¥ dx=F(x) (52

Sempre que uma integral indefinida for necessaria, use a equacdo 51; Quando apenas a
forma funcional for necessaria use a equagdo 52. Esta apresentacdo € um pouco diferente
da texto de cdlculo usual, onde aintegral indefinida é dada como

>Int(f(x), X) = F(x) + Constant;
é f (X)dx = F(x) + Constant (5-3

Na equacdo 51 a integral € a diferenca de dois termos. O segundo termo pode ser
interpretado como a constante na equagdo 53.

A equacdo 5-2 é apresentada sem a chamada constante de integragdo pois 0 Maple escreve
sua integral indefinida desta forma. Vocé tem que lembra de somar a constante de
integracdo se for pedido pelo problema que vocé estiver resolvendo. Vocé vera varios
exemplos mais a frente.

Nossa discussdo nos leva a segunda forma do teorema fundamental.
Teorema Fundamental do Calculo Integral (Segunda Forma)

(S f(x)dx=F (b)- F(a),F'= f
Onde F é aderivada de F.

Formulasintegrais
Podemos usar a definicdo da integra como um limite para gerar formulas para funcdes

padrdo. Lembre-se que as formulas abaixo contém uma constante arbitraria de integracéo
ou sgjando mostrada (caracteristica da linguagem do Maple).
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A Integral de Uma Constante

>Int(C, x) = valug(limit(middlesum(C, x = 0 .. x, n), n=infinity));

(dx = xC
Integral de x

>Int(x, x) = value(limit(middlesum(x, x = 0 .. X, n), n=infinity));
1
\ d P 2
Oxadx 5 X
Integral de x"

>Int(x*n, x) = simplify(value(limit(middlesum(x*n, x = 0 .. X, r), r=infinity)));
(n+1)

A dx =

o) n+1
Vea que tivemos que mudar a variavel do nimero de interval os para que néo tenha conflito
com a poténcia que esta elevando x, que tradicionamente é chamada de n. Esta formula
trabalha com nt -1. Se n for igual a—1 a férmula seguinte, para integral de 1/x, deve ser
usada.
Daqui em diante, usaremos as capacidades integrativas do Maple para listar as formulas de
integracdo ao invés de avaliarmos cada formula como limites de somatorios.

Integral de 1/x
> nt(Ux, x)=)int(L/x, X);

(‘)%dx=ln(x)

Integral de e*
> nt(exp(x), X) = int(exp(X), X);

o2fdx=¢"

Integral de Funcgbes Trigonométricas
>Int(sin(x), X) = int(sin(x), x);

Gsin(x)dx = - cos(x)



210
> nt(cos(x), X) = int(cos(X), X):

Oros(x)dx = sin(x)
> nt(tan(x), X) = int(tan(x), X);

gan(x)dx = - In(cos( X))

>Int(cot(x), x) = int(cot(x), X);

( cot(x)dx = In( sin(x))
> nt(sec(x), x) = int(sec(x), X);

¢ sec(x)dx = In(sec( x) +tan(x))
>Int(csc(x), X) = int(csc(x), X);

oOrse(x)dx = In(csc(x) - cot(x))
Todas as formulas para integrais de fungdes comuns com excecdo das ultimas trés devem

ser memorizadas. Elas sdo a base para muitos dos problemas de integracdo freqUentemente
encontrados.

| ntegrais Compostas

As regras para simplificar integrais sdo as mesmas dos somatorios. A integral € a &rea
abaixo da curva; tem alguma propriedades especiais. Vocé ja viu uma destas propriedades,
quer dizer, qualquer area abaixo do eixo X € negativa. A outra propriedade da integral esté4

relacionada ao intervalo de integracdo. Até agora, nés aceitamos que o limite inferior, a, se
encontra a esquerda do limite superior, b. Se os limites forem trocados, temos a regra que

revertendo os limites da integracéo revertemos o sinal daintegral.

>Int(f(x), x =a.. b) = Int(F(x), x = b .. a);
O F 9= & f (x)alx

Exemplo 5-4: Revertendo oslimites de integracéo

Descubra de 0 Maple sabe da regra de reverter os limites. Ache aintegral do sin(x) parax =
O.Piepaax=pi.0.

Resolucdo: Escreva as integrais nas formas com letra mailscula e minlscula. Use 0s
comando copy e paste para facilitar.
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>Int(sin(x), x =0 .. Pi) =int(sin(x), x =0 .. Pi), Int(sin(x), x = Pi .. 0) = int(sin(x), x = Pi
. 0);

dsn(ax=2 (Ssin(x)dx =2
As integrais sG0 Simétricas como era esperado.

Suavez: Avalie aintegral de 1/x cex = 1 .. exp(1). Demonstre que aiintegral de 1/x de x =
exp(1) .. 1 é anegativa da primeira integral.

Resposta:

Outrasregras Uteis para a simplificacdo das integrais a méo

A integral do produto de uma constante e uma fungdo. O seguinte resultado mostra que a
congtante pode ser fatorada para fora do sinal de integral.

>Int(c*f(x), x = expand(I nt(c*f(x), X));

O=f (X)dx = cOf (x)dx
Logo, aintegra da soma das funcfes € a soma das integrais.

> nt(f(x) +g(x), X) = expand (int(f(x) +g(x), x));

Of (X) + g(x)dx = Of (X)dx+ Og(x)dx +¢

Perceba a aparicdo do termo constante no resultado. A integral indefinida é qualquer funcéo
cuja derivada € igual a funcdo que esta sendo integrada. Verdo que a derivada de uma
constante € zero, as funcdes F(x) e F(x) +C tem a mesma derivada, f(x). Quando vocé usa o
Maple para encontrar a integral de uma soma e entdo tenta achar a soma da integral, vocé
pode pensar que esta tendo dois resultados diferentes porque as expressdes ndo parecem as
mesmas. Porém, se vocé plotar as duas respostas, vocé vera que o formato das curvas é o
mesmo, mas um se posiciona acima do outro indicando que elas diferem por uma
quantidade congtante. Isto € possivel, porque duas integrais indefinidas que diferem por
uma constante so consideradas equivalentes.

Descontinuidades
Certifigue-se de examinar cuidadosamente o dominio das fungdes para continuidades

guando estiver fazendo uma integracdo definida. Se a integral indefinida de f(x) for F(x),
vocé sabe que

6f(x)dx: F(b)- F(a)
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Agora, a formula so € verdadeira se a funcdo f for continua pelo dominio de x. Vga o que
acontece se isto for esquecido. Imagine um problema onde temos que achar a area abaixo
dacurva(x —3) 2 parax = 2 .. 4. Se a decisio for aplicar a férmula anterior, a integral
indefinida € achada e chamada de F. Ent&o, os vaores dos pontos das extremidades séo
substituidos em F e subtraidos. O resultado da &rea abaixo da curva é—2.

>F = int(1/(x - 3)"2, x);

=

(x-3)
>subs(x = 4, F) —subs(x = 2, F); (resposta erradal)

F=

A abordagem correta € pedir ao Maple por uma integral definida. A resposta € infinito e
néo—2.

>int(Y/(x-3)"2,x=2.. 4);
¥

A plotagem mostra a descontinuidade em x = 1 (Figura 5.9). E obvio que os retangulos
construidos em torno de x = 3 serdo bem altos, resultando em uma grande contribuicéo a
area

A OO

(EN=E B

Figura 5.9 A area desta funcéo descontinua é ¥
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Técnicas de Integracéo

A regra da cadeia garante que a derivada de qualquer férmula pode ser achada desde que as
derivadas de todas as partes da funcdo sgiam conhecidas. Dé a0 Maple qualquer formula
desenvolvida a partir de fungdes comuns, ndo importa o quéo complicadas, que o Maple va
achar uma resposta. A situacéo € diferente quando falamos de integracdo. Aqui o problema
€ achar a funcdo cuja derivada a func@o sendo integrada. Nem todas as combinagdes de
fungbes comuns tem uma integral que também sgja uma funcdo comum. Por esta razéo a
integracdo € um problema mais dificil que a diferenciacdo. Vocé ndo tem garantia que
existe uma maneira de expressar a integral de uma determinada funcéo em termos de uma
funcdo conhecida. Ainda pior, o Maple pode conhecer alguma func¢des que vocé talvez ndo
conhega, e pode escrever estas resposta em termos destas fungdes.

Isto significa que existem duas dificuldades. O Maple pode oferecer uma resposta que vocé
nao reconheca, ou pode até ndo ser capaz de achar resposta alguma. A resolucdo para o
primeiro problema é dar uma olhada em fungdes ndo reconhecidas em alguns textos de
referencia. A segunda dificuldade deu trabalho a matematica por séculos. Integracdo em
gera é muito dificil. Varias técnicas foram inventadas para cobrir certas classes de
problemas. Vamos introduzir algumas delas para que vocé possa aplicar para gudar o
Maple a achar a integral, mas vocé pode nunca precisar delas. O Maple € bom em achar
integrais que aparecem em cursos de calculo introdutorio.

Mudanca de Variavel.

Vocé pode usar a gjuda do Maple para checar o seu trabalho enquanto vocé aprende as
técnicas iniciais de integracdo. Mulitas vezes € interessante checar a solucéo passo a passo.
Digamos que vocé quer encontrar aintegral de

> = x*sgri(l —x"2);

q:= xv1- x°

Se vocé pedir a0 Maple aintegral desta funcéo, vocé obtera uma resposta direta:

>Int(q, X) = int(q, X);

(‘)Xﬂdx= - %(1 X2 )3/2

Isto € 6timo desde que vocé queira apenas o resultado final. Mas e se vocé quiser aplicar
um método de integracdo, assm como a mudanga de variavel? O pacote student tem um
comando que pode guda-lo chamado changevar. O comando tem trés parametros. O
primeiro é uma equacdo especificando que deve ser feita a substituicdo da variavel antiga
em termos da nova varidvel. O segundo parémetro € a integral onde a substituicdo vai
acontecer.
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O ultimo parametro € a variavel da integracdo, ou seja, € anovavariavel.
Aqui estd um exemplo de seu uso:

>n := changevar (sqrt(1 —x"2) = u, Int(q, X), u);

n= ¢y u’du
A integral se transformou em algo smples o bastante para ser resolvido de cabeca. A
integral em termos da nova variavel, é

>nl:=value(n);

nl:= -lu3
3

Esta ndo é a resposta final, pois queremos a integral nos termos da variavel anterior. O
comando subsfornece aresposta final.

>subs(u=sgrt(1-x~2), nl);

1 5\3i2
- —{-x
Este € 0 mesmo resultado que foi obtido pela integracdo direta.

Sua vez. Vocé pode estar imaginando em como fazer a escolha para a férmula de
substituicdo. Novamente, a resposta € que existe uma por¢ado de criatividade envolvida.

Pegue um grupo de termos (uma sub-expressdo) gque pareca interessante ou que tenha uma
transformacdo que vocé reconheca. Se vocé terminar com uma integral mais complicada,

vocé vera que fez a escolha errada — tente de novo. Aqui estdo outras duas possibilidades.
Escrevaaintegral transformada em cada caso.

(8)u=1—x*. Resposta: A integral em termos de u, é

(b)u = cos(x) Resposta: A integral em termos de u, é

(c)Qual a substituicao util? Resposta:

| ntegracao por Partes

A férmula para a integracdo por partes é derivada da regra de produto da diferenciacéo.
N&o vamos reproduzir uma derivacdo, mas apenas afirmar o resultado.

>Int(u, v) = u*v —Int(v, u);

c‘ydv =uv- c‘)/du
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Esta técnica € melhor explicada com um exemplo. Digamos que temos que achar
>r = Int(x*In(x), X);

1. As grandezas de interesse sd0 u, du e v. Faga uma tabela contendo estas quantidades
Ccomo esta

u= dv =

du = VvV =

2. Escolha a expressdo que vocé quer usar para dv. Sga la o que vocé escolher tem que ser
f&cil de seintegrar. A quantidade u é qualquer fator ou fatores restantes uma vez que dv for
escolhido. Digite as expressdes de u e dv na tabela abaixo. Neste exemplo, as escolhas de u

e dv podem ser u = In(x) e dv = x.

u = In(x) av = x dx

du = V=

3. O diferencia du é achado quando determinamos In(x). O correspondente de v € achado
quando integramos o diferencial dv. A tabela completa € mostrada na tabela 5.3.

u =In(x) dv =x dx

du = (I/x) dx v=xX/2

4. Todos os termosem 1 dv =w - ¢y du agora estao especificados, para que a integral

original sgjatransformadaem ¢yxIn(x)dx = % x2Im(x) - (‘)% xdX .

5.A integra restante, no lado direito é simples, logo o resultado final é

\ 1,0 1,
O(In(x)dx—zx In( x) 4x

6. O resultado do passo 5 € a integra indefinida. Uma constante arbitréria pode ser

adicionada ao lado direito, que vai resultar na integra indefinida também. Lembre-se: a
integral indefinida, ou anti-derivada, é a funcdo cuja derivada produz um integrando.
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Uma escolha errada em dv pode tornar o problema mais dificil ao invés de mais facil. Em
outros casos 0 problema pode parecer ficar mais dificil mas, acaba sendo a melhor forma
para a resolucdo. E necessario um pouco de experiéncia antes que vocé se sinta confortavel
com esta técnica. Nosso proximo exemplo mostra 0 que acontece quando ndo fazemos a
escol ha adequada.

Exemplo 55: Integracdo por Partes de x . In(x), Escolhendo dv = In(x)
Use o método de integracdo por partes em ¢y In(x)dx , escolhendo dv = In(x)

Resolugdo: O pacote student do Maple contém os comandos que gjudam a resolver os
clculos quase passo a passo. Este problema requer os comandos inparts e isolate.
Seguiremos 0s passos anteriores, mas desta vez vamos escolher u = x. O comando intparts
requer a integral como seu pimeiro parametro e a fungdo u como segundo paréametro. O
préximo comando constréi uma equagdo cujo lado esguerdo é a integral ndo avaliada e o
lado direito é o comando intparts. Damos 0 nome p a equacao como referencia.

>p = Int(x*In(x), X) = intparts(Int(x*In(x), ), X);

p:= OxIn(x)dx = x(xIn(x) - x) - OxIn(x) - xdx
A integral na direita pode ser expandida.

>pl:=expand(p);
pl:= xIn(x)dx = x* In(x) - x*- A In(x)dx+ ¢yxdx

Nossa escolha para u como x ao invés de In(x) resulta na integral que estdvamos
procurando, tanto no lado direito quanto no lado esquerdo da equacdo. N&o é dificil de se
lidar com este tipo de situaggo. E similar & equagio x = a— b- X + ¢, e vocé pode resolver
em termos de x. Da mesma maneira, podemos isolar aintegral que estamos tentando avaliar
no lado esquerdo usando isolate.

>p2 :=isolate(pl, Int(x*In(x), X));

p2:= (‘))(In(x)dx:%x2 In( x) - %xz +%@de
O lado esguerdo contém uma integral, mas € bem simples e pode ser avaliada facil mente.
Até com aescolhamais “pobre”’ dafuncdo u, a integragdo por partes produziu uma solucao.
O comando value € usado para reduzir o lado direito a uma expressdo que ndo contém o
sinal de integrd.
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>lhs(p2) = value(rhs(p2));
(‘))(In(x)dx:%x2 In(x) - %xz
A resposta é a mesma de quando escolhemos u = In(x).
Suavez: Ache aintegral de »¥In(x) usando a integracéo por partes.

Resposta:

Substituicdes Trigonométricas

O método de substituicdo trigonométrica € uma caso especia de uma mudanca de variavel.
O comando changevar € usado neste momento, assim como para as outras substitui¢des.

) 2 dx
Exemplo 56: A integral de —=2X_
P < N25- X2

Ache aiintegral por meios de substitui¢do trigonométrica

Resolucdo: O truque agui é reconhecer a forma 25X como similar a 1—sin2(q).A
substituicdo necess&riaé x =5 s‘n(q ) Vamos comegar nomeando a integral de c.

>C 1= Int(x 2/sqrt(25-x 2), X);

2

X
C:= O——=0x
25 - x?

Ent&o fazemos a mudanca da varidvel baseados na equacéox =5 sin(q ):

>c := changevar (x = 5*sin(theta), c, theta);

e _sin@) oosla)

25- 25sin(q)?
Veja primeiramente que nmudamos o significado do nome c. Isto é possivel. O lado direito
da afirmacéo é avaliado usando o antigo valor de c, e o resultado recebe o mesmo nome.
Logo, o nome c foi redefinido. Agora, a pergunta a ser feita € se aintegral foi smplificada
pel a substitui ¢do.
O V?IC}F no radical pode ser simplificado. Existe uma fator comum, 25 e 1sir12(q). =
cos? 9/ Emita o comando de simplificacdo usando o pardmetrosimbolic.

c=
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>c := simplify(c, symboalic);

c = 25¢- cosg)” +1dg
A substituicdo gjudou? Agora precisamos da integral de cos? (q) Usando a formula de
dois angulos paracos® (g ), faremos a préxima substituicao:

>C .= subs(cos(theta)" 2 = ¥5* 1 + cos(2*theta), C);

c:= 25(‘)% - cos(2q )dq
Finamente temos uma integral f&cil de avaiar. O resultado é
>cl :=value(c);

5 25
=a- Tsn(Zq)

E entdo substltwmos theta.

>c2 = Int(x*2/sgrt(25-x"2), X) = subs(theta = arcsin(x/5), cl);

c2:= OLdX §arcsn€§x9-—sna%arcsn€§x@
N25- x 2 g 4 ed gy

Compare esta resposta com aintegracéo direta do Maple.

c4 = int(x*2/sqrt(25x"2), X);

A= - —x«/25 x? 2 2 arcsmg—x—

Como foi dito, estes dois r&sultados parecem diferentes mas sdo iguais.

Sua vezz. Cheque se os resultados sdo iguais plotando as duas integrais indefinidas no
intervalo x = 0 .. 5. Vocé vé um ou dois gréficos? Adicione 0.2 a uma das expressies e
plote as duas novamente. Quantas linhas vocé vé agora?

Voltaremos a esta questdo de verificar nossos resultados um pouco mais a frente,
“Checando integrais do Maple”.

Aproximagtes Numéricas

Existem dois casos a serem considerados quando falamos de aproximagtes numeéricas. No
primeiro, trabalhamos a integral como uma férmula. Tudo que precisamos neste caso €
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saber os limites de integracdo. Usando o exemplo 56, se quisermos encontrar a area abaixo

dacurva y=x*/4/|25- x?)entre osvaloresx = 1 e x = 5, 0 comando é smplesmente

>evalf(subsx = 5, rhs(c2))-subs(x = 1, rhs(c2)));

19.56746982
Verificando nosso trabalho da ultima sessdo, vamos avaliar a érea usando a expressao
diretamente integrada:

Sevalf(int(x*2/sgrt(25x*2)), x = 1 .. 5));
19.56746982

Os resultados sdo iguais. Nos encontramos a érea abaixo da curva para 10 casas decimais, e

verificamos nosso trabalho resolvendo o problema em duas maneiras diferentes e tendo o
mesmo resultado.

O préximo caso envolve as situagdes onde o Maple ndo consegue achar a formula da
integral. Se vocé tentar integrar a funcdo sin(sin(x)) parax =0 .. 1, O Maple smplesmente
repete a questdo.

>c :=int(sin(x)), x =0.. 1);

ci= é;sin(sin(x))dx

Tudo que vocé tem a fazer neste caso € avaliar o resultado usando evalf.

>evalf(c);

4306061031

Ou, vocé pode resolver o problema de forma gque n&o precise saber se 0 Maple pode achar
uma antiderivada.

>evalf(int(cos(cos(x)), x =0.. 1));

.6597810536
Isto é tudo a ser dito a respeito da integracdo numérica de fungdes simples no Maple! Vocé
estd usando as rotinas de integracdo numérica do Maple para que ndo precise saber os

detalhes do trabalho numérico.

Checando as Integraisdo Maple

Geramente duas maneiras diferentes de resolver problemas de integragéo, aparentemente

vao te dar resultados diferentes. Vocé pode verificar a resposta tirando sua derivada, mas
também pode ndo parecer com o integrando. A melhor maneira de fazer uma verificacdo
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rapida é plotando as duas funcles. Se vocé escolher um intervalo representativo e plotar as
duas fungdes no mesmo gréfico, vocé deveria ver apenas uma linha, pois elas sdo
sobrepostas.

Ent&o, empurre uma das linhas para cima adicionando um pegueno valor a funcdo. A
guantidade a ser somada depende da escala do eixo y. Deve ser apenas o suficiente para
fazer a distingdo. Se vocé realmente ver as duas linhas separadas no novo grafico, pode ter
certeza de que suas respostas estdo pelo menos bem préximas, e provavelmente exatamente
iguais.

Se vocé realmente quiser provar que as duas formas de umaintegral sdo iguais, geralmente
a persisténcia seré recompensada. Vocé provavelmente ja esta convencido de que as duas
formulas para integrais do exemplo 56 na sessdo de substituicdo trigonométrica séo
idénticas, mas como fazemos 0 Maple confirmar isto? Um bom método € subtrair as duas
expressdes. Se eas forem verdadeiramente iguais o resultado apdés a smplificacdo sera
zero.

De voltaao exemplo 56 e aceitando que as definicdes de c2 e ¢4 ainda estdo validas,

>ex ;= simplify(rhs(c2) — c4, symbolic);

25 . . 00 1
ex = - —sno’t’iarcsmge—lxgﬁ— N25- X
4 ed ggp
O resultado € um tanto decepcionante, deveria ser zero, porém recebemos um complicado
termo trigonométrico contendo seno de um arcseno. O cominho a frente consiste em

reconhecer que arcsin(x/5) € um angulo. A férmula diz para pegar duas vezes 0 seno deste
angulo, em outras palavras precisamos de sin (Zq) Tavez sga uma boa idéia mandar o
Maple expandir a expresséo.

>expand(ex, trig);
0
E isso ai, As duas formas de integragio mostraram ser idénticas, pois sua diferenca é zero.

E importante compreender que a integral € a &rea abaixo da curva, e deixe o Maple tentar
achar a antiderivada. Se ndo for possivel vai ser necessario um pouco mais de trabalho.

Exercicios De Papel e L apis

PP5-1

Vocé precisa se familiarizar com as formulas padréo para antiderivadas. Também vocé
precisa praticar a aplicagdo destas formulas para exemplos simples. Para gjuda-lo no
processo de compreender a integracdo basica, resolva os seguintes problemas de cabeca.
Talvez vocé tenha que anotar alguns passos intermediérios, mas vocé deve ser capaz de
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resolver a maior parte destes problemas sem escrita. Sempre combine a variavel da
integracdo com o diferencial. Se um simbolo for diferente do diferencial, aceite como uma
constante que pode ser fatorada fora da integral.

Geralmente podemos aplicar as formulas bésicas da antiderivada apenas depois de “re-
organizar 0s termos, para que a expressao possa ser reformulada no padrdo. Mesmo gue o
Maple ndo o faca, vocé deve incluir a constante arbitraria de integragdo em suas respostas.

(@ Bpdp Resposta:
(b) OBpdx Resposta:
(©) (PBx*dx Resposta:
(@ & XX Respostat
(€ ¢rsin(a)dg Resposta:
(f) ARsin(a Jox Resposta:
(9) gpeos(x)dx Resposta:
(") & ox Resposta
10 |
(i) O+ 10dx Resposta:
() 3+ x+x2dx Resposta:
(K) (‘)X+2;(7+3de Resposta:
PP5-2

Continue praticando, desta vez resolvendo as integrais definidas.

@ 0555dx Resposta:
(b) (‘i 5dx Resposta:

(© 55 - xdx Resposta:




10

(d) O 5- xclx
(&) 9sn(a)da
(f) ¢ snla)dg
(@é%mhhq
Q) @p cos(q Jdg
G)éédx

0§ ox

() (coda)dd

1
SP X

() g, ,cosla)da

MapleLab

Resposta:
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Resposta:

Resposta:

Resposta:

Resposta:

Resposta:

Resposta:

Resposta:

Resposta:

Nota: Antes de resolver qualquer dos problemas neste laboratorio, carregue o pacote
student emitindo o seguinte comando. Alguns dos comandos utilizados fazem parte deste

pacote.

>with(student):

ML5-1: Comparando Estimativas da Area Abaixo da Curva

Vocé viu no inicio deste capitulo que a area abaixo da curva pode ser aproximada por
retdngulos. A precisdo da estimativa depende de quantos retangulos so escolhidos e como

a atura dos retangul os € determinada. No Maple vocé tem trés aturas para escol her
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Os comandos que determinam o posicionamento dos retangulos sdo lextbox, middiebox e
rightbox. Os trés comandos correspondentes para calcular a area total dos retangulos séo
lextsum, middiesum e rightsum.

Dada a funcgdo, f(x), a area abaixo da curva pode ou ndo existir. Se existir, entdo todos os
trés métodos de encontrar a &rea vao convergir para 0 mesmo resultado a medida que o
nimero de reténgulos se aproxima do infinito.

Vocé va investigar qua método fornece o resultado mais preciso para um dado numerode
retangul os.

19x(1- X)
= .
) Plote a curva de x = 0 até x = 1e observe seu formato.Vocé va investigar a area
acima do eixo Xx.
(i) Escolha 20 reténgulos e plote a area aproximada abaixo da curva usando os trés
comandos “box”. Por exemplo, o comando middiebox é

(a) Que acurvasgadefinidapelaexpresséo y :=

>y 1= 19/50* x* (1-x);

19
:: _X X_
y = (x- 1

>middlebox(y, x =0..1, 20, thickness=0, color =black);
>(middlesum(y, x =0 .. 1, 20));

1 &b &9 ael L1689 @
AESn 0k W
20 50 e20 40 240 20 205
Examine os trés resultados. Qual deles parece que vai fornecer a estimativa mais precisa da
area?

Resposta:

(iif)Compute os comandos " sum” correspondentes. Por exemplo, o comando leftsumé
>leftsum(y, x =0.. 1, 20);
Grave as trés respostas

Resposta:
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(iv) Mude o nimero de retangulos para 200 e repita os caculos da soma. Examine os
resultados e compare-os com (iii). Converta os nimeros para a forma decimal e adivinhe a
aea

Resposta:

(v)Escolha qualquer um dos comando “sum” e forme o limite quando o0 numero de
retdngul os se aproxima do infinito. Grave seu resultado como fragéo.

Resposta:

(vi) Converta sua resposta para um nimero decimal. Sua estimativa em (iv) estava correta?

Resposta:

(b)Repita os passos em ML5-1 para estimar a &rea abaixo da funcdo senode x=0ax = p.
Escolha 20 retangulos, e depois 21 retdngulos. A sua expectativa por aumentar um
retdngulo deve ser que a estimativa da area melhore. E isto que acontece?

Resposta:

(c) Que mudangas vocé faria para lidar com esta funcdo? Desde que middlesum e os
comando relacionados requerem expressdes, vocé mudaria alguma funcdo para expressao.
Neste problema vamos mostrar como lidar com uma fun¢do que € descrita por diferentes
expressdes para diferentes dominios de x. A funcdo piecewise do Maple foi feita para
guda-lo nesta tarefa. Ela permite que vocé defina uma funcdo descrita por diferentes
expressdes para diferentes dominios de x. Que a funcéo sga

>f 1= x->piecewise(x>=0 andx<1/2, X, x>=1/2 andx<1, 1-x);

fi=x® piecewisega%£ xandx<%,x,%£ xandx<11- x2
e a

O comando acima é equivalente a afirmagdo f(x) = x para 0£ x£1/2, e f(X) = 1x para

1/2£x£1.

()Plote a fungdo de x =-1 ax = 2. Vocé tem um grafico mesmo que a funcdo ndo sga

definidaforado intervalo O£ X£1?

Resposta:
(iHUse um dos comandos “Box” para construir 10 reténgulos abaixo da curva de x = 0 a x
=1

Resposta
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(iii)Use 0 comando “sum” correspondente para estimar area da funcéo.

Resposta:

(iv) A figura contém apenas linhas retas. Calcule a area usando geometria (ou
trigonometria). E a mesma que vocé achou em (iii)?

Explique:

ML5-2:A Integral Definida

b
Lembre-se que se f(x) for negativo para x = a .. b, entdo a integral Q f (x)dx também é

2
negativa. Isto explica porque a integral de x —1dex =0ax =2¢é0: @x- 1dx=0.

Confirme se 0 Maple da esta resposta emitindo o comando >int(x — 1, x =0 .. 2);. O
resultado diz que a &reaentre alinhae o eixo x de x = Oaté x = 1éigual a area entre 0 eixo
x ealinhaparax = 1 até x = 2. Vamos estender estas idéia em formas mais complicadas
nos seguintes exempl os.

(& Ache o menor positivo, diferente de zero, de x onde (5cos(q )dq =0.

Resposta:

V océ poderia verificar o resultado usando um argumento baseado na trigonometria, sem ter
que realizar nenhum calculo?

(b) Ache o menor valor positivo diferente de zero para x sendo (53+t - t3dt =0.
Resposta:

(c) Ache o vaor de x onde é sin(g)dg =0.

Resposta:

ML5-3
Como vocé demonstraria que 0 Maple sabe do teorema fundamental do calculo?
(a8)Que comando vocé usaria para diferenciar aintegral de uma funcdo arbitraria?

Resposta:
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(b) O que acontece se voce integrar a derivada de uma fung3o arbitréria? E o mesmo que
(a)? Se ndo, explique a diferenca.

Resposta:

(c)Perceba que o resultado em (b) acontece toda vez que pedimos ao Maple para integrar
uma expressio para qua ee ja sabe a resposta. Em, gera existe uma constante de
integracdo que o Maple espera que vocé digite. Esta constante pode ser determinada se
vocé souber alguma coisa a respeito da integral. Use o fato que a velocidade v(0) = 20
metros por segundo (m/s) emt = 0, para achar a formula da velocidade de um objeto,
sabendo que sua aceleracio é dadapor a= 100t —t?, det =0 atét = 10s.

Resposta:

ML5-4

Ache a area de um circulo por integracdo. A formula do circulo de raio r centrado na
origem é X2 +y? = P2,

(8) Resolva esta equacdo em y para que produza a expressdo para um quarto do circulo no
primeiro quadrante. Dé a esta expressdo o0 nome y. O circulo exibe um ato grau de
simetria. Certamente, 0s eixos x e y dividem o circulo em 4 partes iguais. Demonstre o
comando para encontrar a &rea deste quarto do circulo.

Resposta:

(b) Faga com que 0 Maple redlize a integragao e infame o resultado.

Resposta:

(¢) Qual aéreado circulo completo? Use o simbolo A para a area completa.

Resposta:

(d) A este ponto, o Maple Ihe deu a resposta de um problema de integracdo que
provavelmente vocé ndo conseguiria fazer com papel e lapis. Liste aguma maneiras de
como vocé confirmaria esta resposta— Demonstrando que vocé ja aprendeu esta férmula no

passado!

Resposta:
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Figura 5.10 Bandeiras penduradas nos cabos de uma ponte suspensa até a estrada.
ML5-5

Projetistas resolveram pendurar bandeiras nos cabos que sustentam uma ponte que
atravessa o rio que passa pelo centro da cidade. Eles querem cobrir completamente um dos
lados da ponte como se fosse uma cortina. O diagrama na Figura 2.10 da uma idéia do que
eles querem fazer.

O materia para as bandeiras é vendido num rolo de 4 pés de largura. Todas as bandeiras
vao estar estendidas da estrada até os cabos, que € um arco parabdlico. Uma ponta da
bandeira apenas toca 0 arco e 0 excesso triangular vai ser enrolado em volta do cabo de
forma que fique preso.

(a)Se uma ponta da bandeira apenas toca o arco, como € mostrado na Figura 5.10, quantos
pés de tecido vamos precisar?(o rolo tem a largura de 4 pés, encontre 0 comprimento total.).

Resposta:
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(b) A pessoa encarregada dos custos faz uma objecdo: Parte do tecido estd sendo
desperdicada por causa do excesso triangular que estd sendo enrolado no cabo, ao invés de
ser cortado e guardado para outra atividade. Quantos pés quadrados de tecido estdo sendo
enrolados no cabo?

Resposta:

(c)Compare a area dos pedagos triangulares a érea total de tecido. Qual a porcentagem da
areatota os pedacos representam?

Resposta:

ML5-6: A elipse
Derive a formula para a aea de uma dlipse, dado que a equacdo para uma €elipse é
2 2

.Y _
a—2+b—2—1.

(a)Plote arelacdo, dado a=5 e b = 4. Do gréfico determine a interpretacdo das constantes a
eb. Dica: useplotgimplicit] para plotar a relacéo.

(b)Resolva a equagdo para y. Existem duas solugdes, uma para a parte da elipse acima do
€iX0 X, e outra para a parte abaixo.

Ache a &ea no primeiro quadrante por integracdo. Quais sdo os limites para x? Cuidado! Se
vocé cometer um erro nos limites de integracao, sua resposta ndo tera sentido. VVocé pode
usar um argumento de simetria para mostrar que a area da €lipse é quatro vezes esta &rea?
Alternativamente, vocé poderia achara a &rea de cada um dos quatro pedacos por integracéo
e soma-las, lembrando de mudar os sinais das areas dos pedagos abaixo do eixo x para faze-
los positivos.

2 2

(c)Cdcule a area da elipse dada por ;(—2 +Y — =1 usando o comando middlesum
0
&2g

Compare suas respostas com p.



